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論 文

2個 の介在物が周期配列をなす複合材料の縦弾性係数に及ぼす

介在物の配置の影響
-介 在物が近付いたときの影響-†
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In this paper, the effect of arrangement of inclusions on the effective elastic modulus of composite materials is con-

sidered through examining a model, which has two groups of periodically arranged inclusions in a matrix. Here, two 

groups of inclusions A and B are considered, both having equally shaped equally arranged inclusions, which have the 
same elastic constant but different from the one of the matrix. Then, the position of group A is fixed and the effect of 

location of group B on the effective elastic modulus is considered by the application of FEM. The FEM analysis indi-

cates that the effective elastic modulus is almost independent of the location of group B when the projected areas of 

inclusions of groups A and B are not overlapped. In other words, the volume fraction of inclusion and projected area 

fraction of inclusions are two major parameters controlling the effective elastic modulus of composites.
Key words: Elasticity, Law of mixture, Composite material, Finite element method, Micromechanics, 

Effective elastic modulus

1 緒 言

異なる材料からなる複合材料の平均的な性質を,そ の

構成材料(母 材と介在物)の 性質等から予測する問題は

古 くから多くの研究者によって取 り扱われている.1)～9)

実際の複合材料の繊維や介在物はFig. 1 (a), (b)に示す

ように不規則 に分布する場合がほとんどであるが,そ れ

らの複合材料の機械的性質 を直接議論す るかわ りに,

Fig. 1 (c), (d)に 示すように正方配列10)～16)や六方配

列13),15),17),18)にモデル化して解析することはよく行われ

ている.し かし,実 際の複合材料においては,介 在物は

ある程度不規則な配列をしているため,最 近では均質化

法19)～26)を用いて,こ のような介在物が不規則に分布す

ることの検討 もなされている.24)このような取 り扱いは実

際の複合材料の評価には有効であるが,一 旦配列が異な

ると,そ の縦弾性係数等がどのように変化するか不明で

あるため,そ れぞれの配列 ごとに解析が必要になる.す

なわち,配 列が不規則であることの影響を,よ り基本的

な正方配列や六方配列モデル と比較するなどして,力 学

的に評価するような基本的取扱いは,著 者 らの知る限 り

見当たらないようである. Fig. 1. Periodic arrangement of elliptical inclusions.
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そこで,本 研究では,実 際の複合材料中に存在する介

在物の配置の影響を検討するため,Fig. 2に 示すような

2個 の介在物が周期配列 をなすモデルを解析する.こ の

モデルでは,周 期的な介在物配列A以 外に,同 一形状 ・

寸法の介在物を同一の周期で加 えた介在物配列Bも 同時

に考える.そ して,介 在物の配列Aと 配列Bの 相対位置

を可能な範囲[Fig. 2に 示すGroup Bの 位置ベクトルが

(0≦x≦lx/2, 0≦y≦ly/2)の 範囲]で 変化させた場合

の弾性定数 を解析 し,介 在物の配列が弾性定数に与える

影響について考察する.こ のモデルは,特 別な場合に,

Fig. 2 (b), (d)に 示すような長方形配列やFig. 2 (c)に示

すような六方配列をも含んでいる.ま た,Group Bが

Group Aの 上方向に接近 して存在する場合には,平 均的

な縦弾性係数Eは 干渉効果により大 きくなるが,Fig. 2

のモデルはその場合 も含んでいる.ユ ニ ットセルモデル

をFEM解 析する際,可 能であればできるだけ単純化 し

たモデルを解析することが望ましい.そ こで,本 論文で

はこのような観点から,介 在物の配置にかかわらず縦弾

性係数がほぼ等 しくなる条件を考察する.

2 介在物の形状の影響について

本研究では介在物形状を長方形とするが長方形介在物

モデルは強化繊維の2次 元モデル としても重要であり,

著者 らも最近,2個 の長方形介在物角部の特異応力場の

強さの干渉効果を体積力法の特異積分方程式を厳密に解

析 し考察 している.27)本論文ではFig. 2の モデルを,ま

ず,そ の平均的縦弾性係数に注目して,有 限要素法によ

って考察する.長 方形介在物の問題は,領 域の要素分割

が容易であるため,有 限要素法は一つの有力な手法であ

る.ま た長方形介在物の結果は以下に示すように他の介

在物形状にも有効である.

著者 ら16)はさきに長方形介在物が周期的に配列 されて

いる場合(長 方形配列)を 有限要素法を用いて行い弾性

定数の変化を系統的に求めた.そ して,Fig. 3に 示すよ

うに長方形介在物の結果をだ円形介在物の周期配列の結

果14),15)と比較 して,介 在物の形状 ・寸法が複合材料の

弾性定数に及ぼす影響について考察 した.Fig. 4は その

結論を示 している.す なわち,以 下の条件を満足すれば

異なる形状の介在物を含む複合材料の弾性定数はほぼ等

しいことがわかる.

(1) 介在物の荷重軸方向の投影面積率が等 しいこと.

(2) 介在物の体積率が等 しいこと.

多 くの実際の複合材料の介在物や繊維の断面はだ円で

近似できるが,Fig. 3に 示すように,そ のだ円形介在物

は(1), (2)の 条件 を満足する長方形介在物で置 き換 え

ることができる.よ って本論文で述べる議論はだ円で近

似 される他の介在物形状に対 しても有効である.

3 具体的な解析手順

長方形介在物が不規則に配列 している問題について

Fig. 2に 示すようなモデルを考え,そ の弾性特性を有限

要素法 を用いて解析する.そ の解析手順を以下に示す.

有限要素法で解析するためにFig. 2か らFig. 5 (a)に

示すようなunit cellを取出 し,次 のように解析する.ま

ず問題 をunit cellとみなしたときの境界条件は,以 下の

ように表 される.以 下でu, vは それぞれx, y方 向の変

位である.

Fig. 3. E/EM vs. V1 relation in Fig. 415).

[
E1: Elastic modulus of inclusions A and B

EM: Elastic modulus of matrix ]

Fig. 2. Problem.
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(I)x=0で0≦y≦lyの と き

u=u1(y),v=v1(y)と す る と

x=lxで0≦y≦lyの と き

u=u1(y)+u0,v=v1(y)} (1)

(II)y=0で0≦x≦lxの と き

u=u2(x),v=v2(x)と す る と

y=lyで0≦x≦lxの と き

u=u2(x),v=v2(x)+v0} (2)

(III)∫lx0σy｜y=0,lydx=σ0×lx,∫ly0σx｜x=0 ,lxdy=0 (3)

u0, v0は 未 知 で あ る の で 以 下 に 示 す 方 法 を 用 い る.は じ

め にFig. 5 (b)に 示 す よ うな 境 界 条 件 を 与 え てFEMで 解

析 す る.

(I)x=0で0≦y≦ly ,お よ び

x=lxで0≦y≦lyの と き

u=u1(y),v=v1(y)} (4)

(II)y=0で0≦x≦lx,の と き

u=u2(x),v=v2(x)と す る と

y=lyで0≦x≦lxの と き

u=u2(x),v=v2(x)+c1} (5)

Fig. 4. Elastic modulus is almost equal when.

(1) a=a•Œ and (2) ab=ƒÎa•Œb•Œ/4.

ここでC1は 適 当 に与 えた定数で ある(C1の 値 は結果 に

無 関係 で あるが,計 算上C1=0.01lyと した).式(4) , 

(5)の よ うな境界条件 は汎用有限要素 法プ ログ ラムに用

意 され てい る適 当 な方 法によ り与 えることができる.式

(4), (5)の 境 界条件 の もとでFEMで 解 析 したとき境界

x=0,lxで0≦y≦lyの と き得 られ るx方 向の合 力 を

F1,境 界y=0,lyで0≦x≦lyの と き得 られ るy方 向の

合力 をF2と す る.

(III)∫ly0σx｜x=0,lxdy=Fｔ,∫lx0σy｜y=0,lydx=F2 (6)

次 にFig. 5 (c)に 示 す ような境 界条件 を与 えてFEMで

解 析す る.

(I)x=0で0≦y≦lyの と き

u=u1(y),v=v1(y)と す る と

x=lxで0≦y≦lyの と き

u=u1(y)+c1,v=v1(y)} (7)

(II)y=0で0≦x≦lx,お よ び

y=lyで0≦x≦lxの と き

u=u2(x),v=v2(x)} (8)

式(7), (8)の 境 界条件 の もとでFEMで 解 析 した とき境

界x=0,lyで0≦y≦lyの と き得 られるx方 向の合力

をF3,境 界y=0,lyで0≦x≦lxの と き得 られ るy方

向の合 力 をF4と す る.

(III)∫ly0σx｜x=0,lxdy=F3,∫lx0σy｜y=0,lydx=F4 (9)

以 上 よ りFig. 5 (a)の 解 を(σa, ua), Fig. 5 (b)の 解 を

(σb, ub), Fig. 5 (c)の 解 を(σc, uc)と す る と き

(10)

こ こで,CA, CBは

CA×F1+CB×F3=0

CA×F2+CB×F4=σ0lx }  (11)

が成立す るように決 め られた定数 である.Fig. 5 (a)お よ

び式(1), (2)に示 され る変位u0, v0は,以 下のよ うに示

され る.

Fig. 5. Method of analysis.
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u0=CBc1,v0=CAc1 (12)

以上示 したような手順 によって,Fig. 2に 示すような複

合材料のみかけの弾性定数Eyが 以下のように与えられる.

(13)

4 解 析 結果 および考察

解析には四辺形4節 点要素 を用いて行 い,要 素分割は

全ての介在物 で要素 数400,節 点 数441で 解 析 した.こ

こで,EIは 介 在物,EMは 母 材の弾性定数 であ り,介 在

物 の体積率VIはunit cellの 寸 法lx×ly=1×1と す ると全

ての介在物で,VI=8abで あ る.ま た,EI/EM=105と し

て,ポ アソン比 は母材 と介在物 の両方でvI=vM=0.3と

し た.Fig. 6に 解 析 した3種 類 のモ デル(1)～(3)を 示

す.Fig. 6に お いて介在物Aを 固定 して介在物Bの 中

心座標 を0≦x≦lx/2,0≦y≦ly/2の 範 囲で変化 させ

た ときの全体の巨視的弾性定数E/EMを 計 算 する.こ こ

で,Eはy方 向の縦弾 性係数Ey(式(13))で ある.

Table I～IIIは 上 述 の方 法で解析 した弾性 定数の配列

による変化 を表 に したもので ある.Table I～IIIよ り介

在物Bが(A)の 位 置 にある場合[千 鳥分布配列(Fig. 6)]

と,介 在 物Bが(B)の 位 置 にある場合[長 方形 配列(Fig. 

6)]を 比 較 した.こ こでモデル(1)を 例 にとると,(A)の

時E/EM=1.157, (B)の 時E/EM=1.170で あ る.こ の よ

うに,モ デル(1)～(3)の(A)の 位 置 にある場合 と(B)の

位 置 にある場合でのE/EMに 大 きな変化 は見 られない.

Fig. 7～9はTable I～IIIを 図 示 した もの で あ る.

Fig. 7～9で は,移 動 させ た介在 物Bの 中心の座標 を

X-Y軸 に取 り,Z軸 にE/EMの 値 を取 った.こ こでモデ

ル(1)を 例 に とる と(C)の 時E/EM=1.233, (D)の 時

E/EM=1.141で あ る.こ の ようにFig. 7～9よ り介在物

の形状 ・寸法が異 なって も介在物Bが 引張方向 に対 して

Fig. 6. Model of analysis.

Table I. E/EM vs. central coordinate of inclusion B in 

model (1) (b/a=1, ab/lxly=0.08, EI/EM=105).

Table II. E/EM vs. central coordinate of inclusion B in 

model (2) (b/a=1, ab/lxly=0.18, EI/EM=105).

Table III. E/EM vs. central coordinate of inclusion B in 

model (3) (b/a=4, ab/lxly=0.08, EI/EM=105).

直線上 に並び,な おかつ接 している時((C)の 位 置 にある

場合)に 最大値 をとり,介 在物Bが 引張方 向に対 して垂

直 方向 に並 んで接 してい る時((D)の 位 置 に ある場合),

最小 値 をとる.

千 鳥分布配列(A)を 基 準 に したE/EMの 変 化 はモデル

(1)でE/EM=0.986～1.066,モ デ ル(2)でE/EM=0.985

～1 .231,モ デ ル(3)でE/EM=0.939～1.442で あ る.

つ まりE/EMの 変 化は体 積率が大 きいほど大 きくな る傾

向がある.

一 方
,介 在物 の荷重軸投影長 さが重 ならない範囲での

千鳥分布 配列(A)を 基 準 に したE/EMの 変 化はモデル(1)

でE/EM=0.986～1.037,モ デル(2)でE/EM=0.985～

1.113,モ デル(3)でE/EM=0.939～1.350で あ る.す な

わち,介 在物 の荷重軸投影長 さが重 な らない範囲では介

在物 の配列の影響 は小 さくE/EMは ほぼ等 しい(Fig. 10).

結 局,Fig. 6の モ デル(1)～(3)のFEM解 析 結果 より

以下の ことがわか る.

(1) 介 在 物A, Bの 荷 重軸投影面積が重 ならない範囲

では,複 合材料の平均的弾性定数 に対 する介在物の配列

の影響 は比較 的小 さい こと.



980 野田尚昭,西 谷 弘信,高 瀬 康,和 田高志

Fig. 7. E/EM vs. central coordinate of inclusion B in 

model (1) (b/a=1, ab/lxly=0.08, EI/EM=105).

Fig. 8. E/EM vs. central coordinate of inclusion B in 

model (2) (b/a=1, ab/lxly=0.18, EI/EM=105).

Fig. 9. E/EM vs. central coordinate of inclusion B in 

model (3) (b/a=4, ab/lxly=0.08, EI/EM=105).

(2) Fig. 2の モデルでは介在物の形状 ・寸法に関わら

ず介在物A, Bが 引張方向に対 して直線上に並びなおか

つ接 している時に最大値 をとり,介 在物が引張方向に対

して垂直方向に並んで接 している時に最小値 をとること.

(3) 介在物の体積率が大きいほど千鳥分布配列 を基準

としたときの変化の割合が大きいこと.

Fig. 10. Elastic modulus is almost equal in (a) and (b), 

but not equal to (c).

5 結 言

本研究では,実 際の複合材料中に存在する介在物があ

る程度の不規則な配列をしていることの影響を,周 期的

に配列 された介在物(Group A)の 母材中に,同 一形

状 ・寸法の介在物配列(Group B)を 同一な周期で加え

たモデル(Fig. 2)を 用いて考察した.そ の結果,介 在物

A, Bの 荷重軸投影面積が重ならない範囲では,複 合材

料の平均的弾性定数に対する介在物の配列の影響は比較

的小 さいことがわかった.従 って,Fig. 2の モデルでも

介在物の投影面積率と体積率が弾性定数 をほぼ支配する

2大 パラメータであること16)が確認された.

数値計算 と研究のまとめを手伝って頂いた卒論学生の

中矢慎太郎氏に深謝する.
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